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ZaNeTe 


ueret hat im XT. Bande ! des Crelle’schen Journals eine Construction derjenigen von Steiner 
rührenden Verallgemeinerung der Malfatti’schen Aufgabe, wo an die Stelle dreier gegebener Geraden drei 
beliebige Kreise gesetzt werden, gegeben, welche wesentlich von der Steiner’schen Construction? der näm- 
lichen Aufgabe abweicht. Dieser Umstand veranlasste mich zu einer analytischen Behandlung der Malfattr- 
schen Aufgabe für das ebene Dreieck und drei in einer Ebene liegende Kreise mit besonderer Berücksichti- 
gung der Steiner’schen Lösungen derselben. Selbstverständlich bedarf das im Folgenden befolgte Verfahren 
nur leichter Änderungen, um unmittelbar auf die Kugel anwendbar zu sein. 

In Betreff der einschlägigen Literatur verweise ich auf die von Herrn Sehroeter im LXXVII. Bande 
des Grelle-Borehardt’schen Journals* gegebene Übersicht. 

l. 
Die Malfatti’sche Aufgabe für das ebene Dreieck lautet: 
In ein gegebenes Dreieck ABC drei Kreise zu beschreiben, von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks 


und die beiden anderen Kreise berührt. 


Bezeichnen 


[L, = A, BD, y+C, = () 
M—=A,2+B,y+-Q, —(0 
IN == ‚Aldi + B,y—+( AU) 


! Analytisch-geometrische Aphorismen, Nr. VI. 
2 Einige geometrische Betrachtungen von H. Steiner, Nr. 15, im 1. Bande des Crelle’schen Journals. 
> Ebendaselbst. 

4 Die Steiner’sche Auflösung der Malfatti’schen Aufgabe, von H. Schroeter. 


4 F. Mertens. [196] 


unter der Voraussetzung, dass 
4+- B=4A+B—=4A-+B—] 


ist, die Gleichungen der Seiten DC, Cd, AB des gegebenen Dreiecks und 


; \2 R NZ ef) 
K, = (2 —u,) (ren) = 
>) - r / un 2 
N, — (TU, \r (Y Dg —— ao —— (0) 


RC — () 


(z—u,) + (ya) nz 
die Gleichungen der gesuchten drei Kreise, welche bezüglich die Seiten M und N, Nund Z/, Z und M 
berühren, so sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der Aufgabe, wenn man von den Auf- 
lösungen absieht, wo zwei Kreise eine Dreiecksseite in einem und demselben Punkte berühren, durch die 
neun Gleichungen 


M(«,, NE 


N(w,, on; 
N(w,,v,)=r, 
2,0 2 1) 
LW,%)=r, 
L(u, 2 ,) —=9 
M (u. N), 
(2, — 1.) + (0, —2 — (se) 
(% —u) +, —%,)—( Sn) 2\ 
(v, Za)E - (©, ur — (nn): 


ausgedrückt. 

Zur Auflösung dieser Gleichungen gelangt man am einfachsten 
durch die Unbekannten der Aufgabe ausdrückt. 

Aus den Gleichungen 


‚ Indem man die Functionen Z. M. N 


L (25, 2) =A4, Wu—+D, DO: 


L(u,,v,) —A4, u.+B, 2.40 —= 


(4, —u,)’+ H) = (vs=% )? 


folgt 
d 4, u)+B 9, —-2,)=r,— 5) 
und, wenn | 
> 4,(%,—%,) —B,(w,—u,) = D, 4) 
gesetzt wırd, 


(mr) A, (,—r,) (w,—u,)+D, (w,—2,) 


(+73)? B, >= Ge) (& 


19) 
®,) —IDr (%, —U,) 


(+r,) (d,e+B, sl) —— 


der Factor von D, stellt nach der üblichen Bezeichnung die Determinante 


Ur B,—U, dx (0,—V,) —+Y (u,—u, 


vor. Die Constante O findet man, indem man in der vorstehenden Identität 


Setzt, 
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Dan (7,73) 


und für D, ergibt sich durch Bildung der Summe der Quadrate der Gleichungen 3) und 4) die Gleichung 


ID: —— Ar, N". 6) 
Es ist also 
I 2 
2 1 ) ei 
(yTr7,) I=— 5 Merz N N l Un % Targr,(P, hr) ) 
| 2 Di 


Ebenso findet man, wenn zur Abkürzung 


213 N 2 
1, v0, 9%), D,Wu u = ID). 
gesetzt wird, 
(nn), = (97 Tr) U —U,) Ds el) “ 
3) 
(r,+r,)’ = ee 1) (©. —n)) D,(% —U; ) ! 
le m 
( —+r,)* M— — 5®@ RR) HD, l U, Vz 9 a ve) 9) 
1 Ua 
ID, = Er 10) 
\2 
Gezzusdr — (A 7,)\u, Us) D,(v, —»,) 
1159) 
(7 ,)2B— (",—r,) (9, —2,) —D, (u, —u,) 
l ey 
(22) N == — (& A) | ud ZZr, rn, tr) 112) 
I | 
1 Us ®, 
D: = dr, ÜrE 13) 
Setzt man in der Identität 7) 
e—=Uu, y—v, 
so wird mit Hilfe der Gleichungen 2) 
Ga) = —r, (,— 73)’ + D, A—+2r, 7, (+73) 
: V2llzs i = 9% 69) 
(+7), + 2%, v,)) = mr, (rn, +4 73)+ 27,73 + DA 
wo 
17 v, 
All U, ©, 
| 3 O53| 
—Ud TU HU U HUD —Ud, 14) 


ist, und da, wie leicht aus den Gleichungen 2) oder auch aus der Bemerkung, dass A den doppelten Flächen- 
inhalt des von den Mittelpunkten der Kreise &,, 8&,, X, gebildeten Dreiecks ausdrückt, folgt, 


A? — Ar, LASER (ty +r,) 9) 
ist, so ergibt sich 
1 [(A+r,D 
td). 16) 
21 nr 3 , 


1 2 
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[ 


Man bilde ferner mittelst der Formeln 5), S), 11) die Ausdrücke 


Y—=4,4,+B,B, 


2 
= 
u I, A, BB, 
Es wird 
ne IL — (”" 1", (, —/- |) ID); D (U, —U \( ee WW % 


7 7 b s 7 \ 73 N | ? \4_ ?: 7° 2 ( \2 ’ 7 \2 
Kl) AI in (TI) \ET—Et Ki) Fe (9,0) 
| 
U —a cz (d_— £ 
) 2 \ 
— MN Z ZN 5 2 
— ) (4 9) (7 ") (7, 7 
= 
1 _. 
— ann "5 7 IT 49% 0 4 


ist, | 


2/,. „N\2 1 
(7,77% (7 is) I ——— ee I\ ” 4a) ID), N, Varia ) —— 2) tal ) 
[ Pr 
— ln AN— EDEN f 
2 Ö 157 > 
Y 
In diesem Ausdrucke erkennt man sofort den Cosinus eines dreitheilieen Winkels, wenn man N 
| 
I a N 720728 A | 
a —ac0879 — SınY \ 
ones) (7, - Ze ) 


Ss 
| 
El 
Sen 
» [0 
(en) 
77 
(= 
S 
Fe 
LS 
S 
Lie) 
| 
| 
2 W2 
= 
B 


ie D, 
> — (COS Y — Rn SI % 
TUT: Pan r 
l 
- r ns # 
setzt, was den Gleichungen 15), 15), 10) zufolge gestattet ist 
Es wırd nämlich 
I — cos (or ı- 7% | 
und demgemäss | 
/ oH 
/ 1—X El 
% 9 un 9 
Da nun bei gehöriger Zeichenbestimmung der Wurzeln 
TE 1 
(Z 7 v7 » r BER 
TE 1 1 ZEE, . Toll. | 
08, — — sin -— — —_ ya! 
= Ir, 4r, u ) Z eı ; PR = 
2 ) a, en 
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199] 
[| i 
I} „I u 
\r A SEN 7 "2 
CO — = — —- Sıll =— — 
) 2) 
> I 0) 4 len 9 
7 n 3 ? 
COS —— sın 2 —— 
_ arts; _ | BZ 7 
wird, so erhält man durch Entwicklung von sm — (o+Y-+-%) 
| 1— Il "ıVYFa u tat Dr, Ko) Maike 
i 2 5 (7 ST N —7 
| el I we) ee 
zz ) I=#4 7. 3 7.7 
2 lu | 2 
Er 1 " 707 Tr —/ un Ar 7 | VER? / er a4 ” N", 
m iz! ei 
} | E , D | (Ar, .D,) 
Ar, n ie | ”, 20) 


welche Gleichung auch unmittelbar, ohne durch die trigonometrischen Formeln hindurch zu gehen, 


u B 4 R Var) ” ä 
werden kann. Über das Vorzeichen der Wurzel | 12 \yird nichts festzesetzt. 
‚ -) 


20) 


erhärtet 


Durch Buchstabenverwandlung ergibt sich 
| N % 1 Kamen I = D, 
Ir ee PIE 
& r Y er, 7 ı 79 Vo 
| IS ] Ar, ID), AS, D,) 

Kal a lo]. 
h Y Au, 7, "atTs N ie 
h 3 
' 
B\ Der Fall, dass die Gleichungen 16), 17), 18), 20), 21), 22) durch das Verschwinden einer der Grössen 
I 
' le, Vo, Po tTa 7,174 run 
| ihren Sinn verlieren würden, kann im Allgemeinen auch bei rein algebraischer Auffassung der Gleichungen 
1), 2) nicht eintreten, weil im Gegenfalle diese letzteren nur acht Unbekannte enthalten würden. 


Detzt man 
1-4 _ I—8 2 ı1—€& _, 
/ Fa ——alo = ne] 
2 > > 
RE 2 Bu eg) 22 SER 2 EN 2 
Me nn er 
Ra, were: eo a JENA Fa 
zu] 2% ZQ| 


so ıst in Folge der bekannten trigonometrischen Beziehung 


1 - IB —- & + 2AIBE—=0, 


eine Entwicklung (durch zeilenweise Ausführung 


welche übrigens nur 
Identität 


des Determ inantenquadrates) der 


D 
oo 


x 
'e, F Ne ERDE SE [200] 
1st, 
02 O2 04 ZEN ARAS 
2° 7 Dr ar 20 ' u — Pr = / 17 Pr / 
) A, RR SE 
aa”? — | BB] ) rl 
Bir y a N 
VE n e er 
aß’ — Ba’ Y «B — a! B! = Y.. 
Dies vorausgeschickt, erhält man dureh Beseitigung der Ausdrücke 
AR, D, JAN: rg ID), AR ID), 
To aie, 2 / Teig a) "og 
aus den Formeln 16), 17), 18), 20), 21), 22) die Gleichungen 
(1+ß)(1-+-Y) 
I An 
L(w, O7 7, zn, en 
(1-+y)(1-+«) 5 
Vlloras eh) = an Zn, — 2 24) 
& 5 : z Ol==$)) 
E x 5 (1-+«) (] -ß) 
N (a, ©.) ——r,tZr, | _ 
\ >: 072) 


welche zu den Gleichungen 1) hinzugenommen eine Bestimmung der neun Unbekannten der Aufgabe mit 
Umgehung der Gleichungen zweiten Grades 2) ermöglichen. 


Es genügt, unter den auf diese Weise erhaltenen neun Gleichungen diejenigen drei 


I(1+-£)(1-+Y) BR 
L(x DER — N Pr | — — ZI ) 
1 l l Im 2272 
Meu,. ©8,)— nr, =0Ö 
26) 
7 \—r, —( 
N (u, %,)—r, ) 


zu behandeln, welche die Unbekannten x, v,, r, enthalten; die Bestimmungsstücke der Kreise &,, &, erhält 
man dann auf Grund ähnlich gebauter Gleichungssysteme durch blosse Buchstabenverwandlung. 

Den Gleichungen 26) genügt man, wenn f, g, + die Mittelpunktscoordinaten und den Halbmesser des 
in das Dreieck ABC nach Massgabe der Gleichungen 


KEN-UEN-NGNH 
eingeschriebenen Kreises bezeichnen, durch die Werthe 


es vn. —gI—H| Var kan h\ 
LEN | 


u = + (Inh) 


? 


und erhält durch Einsetzung derselben in die Gleichung 25) 


| BC Kdr=a)lder 
Ar) 1 |, —— /) \. 


Ya? 


ah 


Da aber nach 23) 


= 


ist, so wird einfacher 
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B (I=FB) AL-EY) 
au | / —, 
o. (1-+«) 
3 Al== a ro ) ß 
| N 
04 (IK) Ü. 
a B 
hm / 
wo 
= «By+(l-a)(l BC Y) 
Ebenso wird 
ep | IR == JB} 
U —=/+(n—h)| En d, St —/0)) rt 
Ar = 
By 7 / 2 
nl h; P=a& pP Y—- d-a)U—B)Ul-+yY) 
al, ==, \ Jo, JB; 
2 —f+(,—h)| Da C — g+(n,—)) | 
Ey U 
2 3 n D 
7 u > v— aß y'—+(1-+.a)(1+ß)(1—y) 


eefunden. 


de) 


Zur Vereinfachung der für »,, r,, r, erhaltenen Ausdrücke gelangt man durch Bildung der Producte wy, 


| vA, Au. Es ist 
By — a? By” (la) (IB) yY) +2 (1+e)(1—Py) «By 
| — p? y2[a 24 (Aa) 2a By (IHa)(IP9) 
T — 8 Y(l+a)[Py—+« (1—2y)] 
\ oder wegen 


tn [Er —— Pic 
Ol De 


Rev 2PßyPßy(l+a)(l—e), 


und durch Buchstabenverwandlung 


v=2yaya' (1+-PB)(l—P') 
Au=2aßa'ß (1+y) (1—Y'). 


Hieraus folgt 


1l+« 
an grl) 
zer 
nt af) 
2 ‚l+-B 
lg 
nel 


und mit Hilfe dieser Produete wird 


a | Sage. a 
2 ra EB ey 
| 22 l+e”) (1+-ß)\f14y 
"3 u Tee ee 

2 la —+ß)\1-+y 
ae > 14a‘ je 
> 1+aJ\1+-ß)\1+y 


gefunden. 


(Mertens.) 


32) 


19 


= 
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Es ist nun noch der Nachweis zu führen, dass man befugt ist, die Gleichungen 2) durch die Gleichun- 
en 24) zu ersetzen, d. h. dass die Gleichungen 2) eine Folge der Gleichungen 1) und 24) sind, oder dass die 
efundenen Kreise sich in der That und zwar, weil nach 32) die Halbmesser r,, r,, r, dasselbe Zeichen haben, 


[Oje] 


8 


von aussen berühren. 
Bildet man aus den durch die Gleichungen 27), 29) gegebenen Werthen von ,, ®,, %,, v, den Ausdruck 


vV=(Ww—U,) + (%—%,) — (nr), 
so wird 
(VE r (++ B-+€) A 
\W/ —N > - N — —2 (h- 7,5) (h—r ) Ar Drwg (7, B)e, 
Pr / S p 7), 
oder, weil nach 23) 
n2 2 
1 a Mesır 4 = / 
Be ar Ds) 
P 7 / 4 
EEE 
Ir r 
ist, einfacher 
De z 
vv SL. / Br) — Ann 
LP / 
Es ist ferner nach 23) 
2 ’ fR MOL $ 
 , Er _ ha 
| a) Pr Pr 
und nach 23), 30), 31) 
Br y9 UV 
DEM / 3 — haßy 
p 7 1 
ha a By + (1a) (1—Py) 
B'y (1+a)(1—«') 
so dass 
= (R— 73) = 2 (A—1r,) — Zu: (dra)(P er ) .p 7 
P 7 BY (I+a)(1—a’) 


a(l+a—«') 
(ae) (1—«e) 


und in der That also nach 32) 


wird. Auf dieselbe Weise werden alle Gleichungen 2) bewiesen. 

Da die Ausdrücke X, 8, € vier verschiedene Werthsysteme annehmen können J 
* ” D a f 2 
lich festsetzt, dass im Innern des Dreiecks ABC entweder alle drei Funetionen I 


e nachdem man näm- 
2 > | ‚ M, N positive Werthe 
oder irgend zwei derselben positive, die dritte hingegen negative Werthe besitzen sollen (die übrigen vier 
Ernte e x . BEN Rs. ’ . 2 te 
möglichen Fälle geben nichts Neues), und da für jedes dieser vier Werthsysteme über die Vorzeichen der 
Juadratwurzeln «, B, x (23 :ht verschiedene Besti ne stroff | 
Q 2 ns 4 Y (23) acht verschiedene Bestimmungen getroffen werden können, 
Gleichungen 1), 2) 32 verschiedene Auflösungen zu. Jedem der vier Wertl 
der Halbmesser A eines bestimmten der vier in das Dreieck AB C 


so lassen die 
systeme von Y, B, & entspricht 
' einbeschreibbaren Kreise. 

6) 


[3 73 


Es seien 
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L 
die Gleichungen dreier den Gleichungen 1), 2) genügenden Kreise, 
die Gleichung des Kreises, welcher dieselben senkrecht schneidet oder durch deren Berührungspunkte geht, 
so dass 
— - x N 2 \ Hi c 729 
N, (%, ©) — RK, (%, 2), = 8; Ti, 9), r* 99) 


Ä 


ist, und b,, a,, b, der Halbmesser und die Mittelpunktscoordinaten eines Kreises 9,, welcher die Geraden 


nach Massgabe der Gleichungen 
L(a,, d,) _- h, 
8, (a,b) 8,(a,, d,) = 2b, (+75) 34) 


SCH b,) — KR, (a, : b,) ——ı> h, 2 7) 


berührt. Da den zwei letzten dieser Gleichungen durch die Werthe 


De) 77 h h,z By- 
= (14 lu a y—|1-- | a 35) 
7, 1 7 74 
senüet wird, so findet man durch Einsetzung derselben in die erste 
h FR h 
iz- | (m, v)— —L(u,v)=h, 
| r. ) r \ 
36) 
r, L(w, v) 
Ve —— == . 
! Man Lu, y ©, I —— L(v, ®) 
Es wird aber, wenn man in der Identität 7) 
DEU Y ——=% 
Setzt, 
[1 uv| 
WASR;)) L(u, oO) LD), 1 Us 20) + 27,9 RS ))s 
Il 9, ©, 
und da das Product 
ra, v,| Klaren! 
| | | U U, , da —d Us — U, dB, —V 
| IB Tier, N 12 1 2 2 
12% 1,0 — , | 
| | Un U u 2) a ER) 
il u 2;| | 1 Ur Or 3 13 ! E - 
| 3 all | 3 3 
durch zeilenweise Multiplieation mit Hilfe der Gleichungen 2), 35) sich 
Pen 29 Gen @ 73) | 
N Gi) "3 Ge) | 
— HH), Ben R = 
— 2r,rgr,(rgt73) 
ergibt, so findet man 
a) | 
7,—+r,) = 
l .v, |=2r,r, 7, BER) e 37) 
2 2 | 1222203 IN 
I Re 
3 | 
2,7. ([A+r, D 
: 2ry,r 7 E 
Lu Zend) 38 
ZAN a 


und ähnlich 


u LEE 


| 12 F. Mertens. [204] 
Ir 2 D. HA 
U) ET er | 39) 
| A lm tr, 
DER BE) r 
IN, 0), — a Ze 40) 
i AN N, +7, 


Unter Berücksichtigung der Gleichungen 16), 38) erhält man sodann nach leichter auf der Gleichung 


15) beruhender Vereinfachung aus 36) 


AUS; 1,0 


ee — 
” A+D, (7, 7, Sin, 


Bezeichnen &, n die Coordinaten des Punktes, in welehem der Kreis $, die Gerade / berührt, so hat 


man 
en a a > 
ah n 8, Bi 


oder identisch in Bezug auf x, y 


(2—E)+ (vn)? = (2 —0)+ (Y—-5,)—- bi+2h,L, 


Ze Ye 92 
gesetzt wird, nach 34), 1) 
En) HET AN 


U 


8, (& n) —— R (a, ) DM —+ 25, Ts 


= s, (A, ) b,) — 2h, 271 
RBENMZEREMZ". 
Der Berührungspunkt (£, n) liegt also auf der inneren gemeinschaftlichen Tangente der Kreise 8, und $&.. 


Es ist ferner nach 35), 41) 


WlGE 5 3.) = 14 2 M(w, v) — 9 M (w,, ®,) 
\ 71- Zr 


je dı == h, - 22 | = h, en | —- 
7 9a d, Ar, Ve 
Ben A Ei = ' 
an Aupr "51 17,47 12 


und daher nach 1), 39), 22) 
M(a,b,) —= h, - = 


| 
zer, nz Tania Da ie | 
— ET 


Auf dieselbe Weise findet man 


ON 


N(a, b,) = (S2Bh.- 


Wird nun von diesen Gleichungen die erste der Gleichungen 34) abgezogen, so ergibt sich 
L(4,b,)=h, 
M(a,b)—L(a,b8)—2y), 42) 
le, „B) = len, on) = Ze; 


oa 
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und man schliesst, dass der Kreis 9, die Seiten des Dreiecks 
I =) M-L=0 N D=0 


berührt. Es ist aber bekanntlich 
WEIL, = ()) 


die Gleichung der Halbirungslinie des Innen- oder Aussenwinkels bei ©, je nachdem die Ausdrücke Z, M im 
Innern des Dreiecks ABC Werthe von gleichen oder entgegengesetzten Zeichen annehmen; dasselbe gilt 
von der Gleichung 
N— L=VQ\. 
Zieht man noch die Kreise $,, $, in Betracht, welche bezüglich den Dreiecken 
MEV KR, — I R,—R,—0 
N—=0 RR, —(\) R.—R, —(, 


und zwar in der Weise eingeschrieben sind, dass ihre Mittelpunktscoordinaten und Halbmesser (a,, b,, 5,) 


® (a,, b,, b,) den Gleichungen 
M(a,,b)=b 
R,(a,, 6) — 8R,(a,, Bd) = 2, (+73) 
RK, (a,, 65) — 8; (0, 65) = 24, (+71) 
N (a;, b,) Zur b; 
R,(a,, 65) SR (a,, b,) = 24,6, +7) 
K; (d; ) D,) Zw; Ss, (Az ) b,) == 2b; \ Tat Tg ) 
& genügen, so müssen diese Kreise auch bezüglich den Dreiecken 


M=0 N-M—=0O L-M —=0 
NE 0 IN —= M—- N —0 


nach Massgabe der Gleichungen 
Ma,b)—b; 
N(a,,6,)—- M(a,b,) = 2ch, 45) 
L(,,6,)- M(a,b)=2yb 
N (a,,b6,)=b; 
L(a,, 6,)—N (a,, b,) = 2ßb; 44) 
M(a,,b,)— N (a,, b,) = Ze, 


| 


eingeschrieben sein, und es sind die gemeinschaftlichen inneren Tangenten der Kreispaare (8,,8;), (83, K) 
(X, 8,) zugleich gemeinschaftliche Tangenten der Kreispaare (S,, S,), ($z, 8), (Hi, $2) und gehen bezüg- 
lich durch die Berührungspunkte von $, mit Z, $, mit M, $, mir N. 

Hiemit ist die Steiner’sche Construction ! vollständig bewiesen. 

Da es von Interesse ist, die Elemente dieser Construction durch Gleichungen darzustellen, welche nur 
unmittelbar gegebene Grössen enthalten, so soll dies hier in Kürze durchgeführt werden. 


Zieht man in dem Dreiecke A BC die Halbirungslinien 
M—-N—0" IN—J,—V WM —=U), 


und beschreibt drei Hilfskreise $,, $,, $,, welche bezüglich die Geraden 


ı Einige geometrische Betrachtungen, 14 im I. Bande des Crelle’schen Journals. 
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wo, 


L=0 M-L=VU N-L=0 
MV N= MV IM = 
N=0 IN Ü) VEN =Ü 
nach Massgabe der Gleichungen 42), 43), 44) berühren, so sind die Gleichungen der Verbindungslinien der 


Punkte ,, 2,, 2, in denen die Kreise 9,, 9, $, beztiglich die Dreiecksseiten L, M, N berühren, mit den 
gegenüberliegenden Ecken 


B(I+-B) N-y(ly)N=0 
yd ! y).N. all 7) = 
a(i+a) Z-BUAHB)M=(. 


Um nun zu untersuchen, ob durch den Punkt n, eine gemeinschaftliche Tangente der Kreise $,, 9, geht, 
bestimme man in dem Ausdrucke 


f«, y) = ı L—-u[ß(I- B)M—y(1--y) N] 


die Constanten %, u derart, dass 


werde. Nach 43), 44) lautet diese Bedingung 


(1+B+Yy)P—(A-+e)(B—y)2J=0; 
und wird erfüllt, wenn man 


setzt: wodurch 


entspringt. Nimmt man also 


oder 


Ya) — AEAEZN IPB My N 
NET, 37 + a(B+Y)— (B—Y)” : 


so wird 
55 b,) = h, lH b,) —— —h;) 
und da die Summe der Quadrate der Coöfficienten von x und y in f(x, 9) durch eine leichte Rechnung — 1 
gefunden wird, so schliesst man, dass die Gerade 
P= (1+.) (ß—y) L-B(1+$)M+y(l+y)N=0 


n der That eine gemeinschaftliche innere oder äussere y or Kreise & ist. j 
| g No unneıe oder äussere Tangente der Kreise $,, 9, ist, je nachdem h,, bh, 
gleiche oder entgegengesetzte Zeichen besitzen. | 


Ebenso stellen die Gleichungen 


Q=.a(l+s)L+(1+Bß) („—-e)M—y(l+y)N=0 


45) 
it = — 4 (l14+o)L+ BA+B)M- (I-+y)(@—-B) N = 0 


46) 


zwei Gerade dar, welche bezüglic :ch die : 
ei Gerade dar, welche bezüglich durch die Punkte 2,, 0, gehen und gemeinschaftliel 


lan, .$ ıe Tangenten der Kreis- 
paare (9,, 9,), (9, 92) Sind. = ® 


[207] Über die Malfatti’sche Aufgabe und deren Construction ete. 15 


Die Geraden P, Q, R schneiden sich in einem Punkte, Denn es ist identisch 


O+R \ ar 
(are) (la) 
BEN — 

k+-P 

ar — (14) N—(1-+.)L 
Yarlo—e: j 

ee) 

—- — (1+«) L— (14) M 
es) 


und es gehen daher ?, &, & durch den nämlichen Punkt, in welchem sich die Geraden 
(1+-B)M— (1+y)N=0 
(1+-y) N-(1+«) L=0 
(l1+«.) L-(1+-B)M=0 


schneiden. 
Ist 
— (14) + (y—v,)—r? — (() 


die Gleichung eines Kreises, welcher die Geraden M, N, O nach Massgabe der Gleichungen 
Or), 
T —— “ 
INN, ®,)= 


9a, ,v&,) = r, [2aßy-+Bly+ea) — (Y 


berührt, so ist nach 45) 


2U-Md-+y 
La,2)=r, |— 1% = 


1|, 


und daher der Kreis &, derselbe, welcher den Gleichungen 25), 26) genügt. Da überdies 
(u , 0) = —r, [2aBy +7(@+ß)— (a8) 
wird, so berührt 8, auch die Gerade %. Ebenso überzeugt man sich, dass sich in die Vierseite 
NT 0m Or Ve 
10 SM 0ER 3022 00 
zwei Kreise &,, 8, einschreiben lassen, welche mit den durch die Formeln 27) bis 30) gegebenen identisch 


sind. 


4, 


Die wirkliche Construction der Hilfskreise $,, $,, $, ist nieht nothwendig; vielmehr reicht die Kenntniss 
ihrer Mittelpunkte und Berührungspunkte mit den Dreiecksseiten aus. Um dies näher auszuführen, werde ich 
mich auf den einfachsten Fall beschränken, in welchem die Ausdrücke Z, M, N innerhalb des gegebenen 
Dreiecks positiv, die Quadratwurzeln «, 3, y mit dem positiven Zeichen angenommen werden und demgemäss 
die Kreise 8,, 8,, 8, innerhalb des Dreiecks liegen. 

Es seien ?,, 2% 2, die Punkte, in denen die Halbirungslinien der Innenwinkel A, B, © des gegebenen 
Dreiecks ABO die Gegenseiten treffen; m,, m,, m, bezüglich die Durchschnittspunkte der Halbirungs- 
linien der Winkel C’5p, und BOp,, ACp, und CAp,, BAp, und ABp,; 2, 2,, 2, die Fusspunkte der von m,, 
mg, m, bezüglich auf die Seiten BC, CA, AB gefällten Lothe und q,, 99, 7, die Punkte, in denen die Geraden 
MMz, My, m, von den Halbirungslinien 4p,, Bp,, Cp, geschnitten werden. Aus einer genaueren Betrach- 
tung des Dreiecks n, p, 9, ergibt sich dann, dass die Verbindungslinie des Punktes p, mit dem Durch- 
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sehnittspunkte der Geraden Bp, und Am, und die Verbindungslinie des Punktes z, mit dem Mittelpunkte des 
Kreises &,, welche einen äusseren und inneren Winkel (oder umgekehrt) bei p, und », in dem genannten 
Dreiecke halbiren. sich auf der Halbirungslinie m, m, des Aussenwinkels bei q, schneiden müssen. 

Man kann. daher den Mittelpunkt des Kreises &, in folgender Weise finden. Man bestimme den Punkt 
$;,, in welchem die Gerade m, m, von der Verbindungslinie des Durchschnittspunktes der Geraden Ap,, Bm; 
mit dem Punkte p,, oder auch den Punkt s,,, wo die Gerade »n, m, von der Verbindungslinie des Durch- 
schnittspunktes der Geraden Ap,, Om, mit dem Punkte », getroffen wird; die Geraden 2, s, ,, 2,5, , Schneiden 


sich alsdann auf der Halbirungslinie Ap, im Mittelpunkte des Kreises 8,. Die Geraden 2 Op My RC, sind 
die eemeinschaftlichen inneren Tangenten der Kreise 8,, 8,, 8, und geben deren Halbmesser. (5. d. Figur.) 
d. 


Steiner hat die Malfatti’sche Aufgabe in folgender Weise verallgemeinert!: 
Drei beliebise Kreise. die in einerlei Ebene liesen, sind der Grösse und Lage nach gegeben; man soll 
drei andere Kreise beschreiben, die einander berühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise 


berührt, jedoch so, dass auch jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden berührt. 


Es seien 


die Gleichungen der gegebenen Kreise, von welchen vorausgesetzt werden soll, dass ihre Mittelpunkte nicht 
in einer geraden Linie liegen, oder, was dasselbe ist, dass der Ausdruck 


] a, b, 

DZ|7 ©, 0, 

I a b, 

— Ad, b,— ds b, 4, b, — b.—+ a, b, (7) b, 
von Null verschieden ist, 

r » Ö 2 » ) 
8 = (eu), + Wu) — N —0 
8, = (a u,” + yW-%,’—, —0 
= (Hy 0 


die Gleichungen der gesuchten Kreise und zur Abkürzung 


Ga): 4), — (i,— Rz)” — d 
(a; a4)" aim (b, b,)° (Az Rh)’ >> dy 
(4 —a,)’+ (dd, — (1, = ds 


a) 2 a) — 0° 


(a, — a) = (by) 


| 


so dass a, b, ce die Längen der Seiten des von den Mittelpunkten der gegebenen Kreise gebildeten Dreiecks 


bezeichnen. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen deı Aufgabe sind dann, abgesehen 


Iren: 


% 


% 
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von den Auflösunge 


berühren, 


Zur Auflösung dieser Gleichungen führt ein ähnliches 


latti’schen Aufgabe angewandt worden ist. 


ll, 


Y ber ddve 


Malfatti'sche Aufgabe und de 


wo zwei der gesuchten Kreise einen der 


ren Lonstruction etc. 1% 


gegebenen in einem und demselben Punkte 


Re a D, = Mt h, r | 
Kt, (ar, b,) — 2 = > Rh. Ta 
7 3 9) 
R dam t N h: —- % h, 1 >= 
\9 6} 23 3 32 A[\ 
? — /J4% -) - 
to (de, = ht 2hr, 
Ra, b)=R+2hr, 
> j ——. /h% > > 
8, 6,)—=m+2h,r, 
(Hs U ae, 2 — (7 —+r )* 
i 3) \ 2 > 2 3 
© 9 = 
(% ıL, 2m 2 D, ? — (7 ie ir \ü 48) 
3 > > 
> \9 
(2, Lo) (9, - u, —= (nr, 2 


nämlich die Ausdri 


Grössen dı, d,, d; dureh die Unbekannten der Aufgabe. 


Aus den in 47), 45) enthaltenen Gleichungen 


folet, wenn 


gesetzt wird, 


und hieraus 


Verfahren, wie es in dem Falle der einfachen Mal- 


ickung der Functionen K,, K,, K, und der 


2 ( a \2 

\@, —U,) (0, 2,) — Wa==%;) 
r : ; Q\ 

(a U. ‚2 (db —%,) — (Tr. Sy, 2 4 ) 

1 3 N 3 3 1 
2 
ug U)” (©, 2 — Uns) 
1 ; 1 ; 
a NIT IE — ort) rg 50) 
2 ] | 
pP 7 a 23) P 2) 25) Y/ (7 / = ((/H —- Je 
= ge - > 4 2 3 2 1 


Q 
HS 
[4 
S 
KQ 
Ha 
S 
[2%] 


Zu: NZ FR 
Pp el Ge Gr) 57) 
| 4 1 I 3 
(U, —u,) pP == (@, 2) HZ ——| N) h, in => (tr). H2\ 


Bildet man den Ausdruck 


Par U, | 
1 Us ©, 


ist, und addirt die Quadrate der Gleichungen 52), 53), so wird nae 


Mertens.) 


£ £ t Al SE 
a P’+g%) = Di Ga): 1 Zen (r)] 


1 1 z B 
„—r,)” 1. 4 Gau] D4) 
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. . ae 0) Ra2N\ 
und dureh Auflösung der linearen Gleichungen 52), 35) 
1 NEN ne 
(tr) pP = — (73) are) KR) RC 
2 ES + D, (%,  %;) 
) I 0, = 5 2a) (%u -®z t ‚% 3 
Diese Werthe haben, in 50) eingesetzt, die Gleichungen 
(+73) — (tr) Pr, u,) — A (73) (d — u) — D, (& 03) 
(+73) 6, = (nr) (Pd, 95) — hr) a %) + D, (,—u,) 
(+7) K= nr); Rt 7,8) A 73) \ R,—8;) 
le 9 
+2D, 1,9%) + © 
l u, ©, | 
rg \ * 
zur Folge. Die Constante ( bestimmt man dureh eine der Gleichungen 49) z. B. die erste, indem man 
Ge) Ver 
setzt, und findet nach leichter Vereinfachung 
(= dh, TgTa (",+73) , 
so dass also identisch in Bezug auf x, y 
(+7, RK = nn) Hr, Rh Wr) RR) 
je Y | BR % 
Sn : | 55) 
+2D, | N 0, + Ahr, (+73) 
lu, o;| 
wird. 
Durch Buchstabenverwandlung ergeben sich noch die Identitäten 
(tr)? Bl) Rt) Ar RR) 
| ler Y £ 
| 56) 
—+2D, | 1 u, v,| + Ahyr,r,(r,+r,) 
Ela 20, a 
(ar 5) 18%, — (Wa) (7 9 Kt? 1 G) —hz(r, —y,) (8, —) 
re 
5) ER) 57) 
+2D, ] U 4|\+4hyr, Arm) 5 
ei 
ar, © 
ID 
D=4h,ı,n (htr,4r,) 58) 
D Ahr rn (hatr 4). 59) 
Setzt man in der Identität 55) 
—U, y=dı 


so wird nach 48) 
(r,_r. ) K (u N = liz +» TER 2 en N 2 
g9ttz 4,9) 9 los ern) 22h N) 


6) ne 
+ZDA+ Ah mr, (n+7,), 
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(tr) IR, v,)— + 2hr) = Ana Ahtratr,)+ I) IE} N, 
wo A die nämliche Bedeutung, wie in 14) hat. Um die Fälle nicht auszuschliessen, in welchen einige der 


Halbmesser 7,, %,, 7, gleich Null sind, sei bei beliebiger Festsetzung der Zeichen der Wurzeln /A,, | Ay Yhz 


D=AYh D,—A,\h, D,=A,\R;; 60) 


so dass also nach 54), 58), 59) 


M-4rnr, (+73) y-4r,r, (h,+r3 +7) A, —=4rın, (hr, +r,) 


ist. Es wird dann 15) 


h 
7 2 1 
(7,- ZA CHE a) ale) = N = Ar+-2AA, VA, 
1 
1 Fa\g 
— a AA); 
1 
oder 
{ 1 £ ABEEON E 
a an N 
RIO ee rs - 61) 
A ze 
und dureh Buchstabenvertauschung 
: x . 1 |7,A,—+ VA, 
le) — 2 are ur 2 62) 
2 3 1 
ee en = 
K;(Q;> d,)—=h, 2 Marz — De = 63) 
ar Ro 
Um d#, d?, d durch die Unbekannten der Aufgabe auszudrücken, bemerke man, dass identisch 
(a,—a,)” == (B,—b,) — (A, R,) = (@, u)” + (b, ®)- (A, za: 
+ (a4) + (b; 2) — (At rı) 
+ 2[( h,tr zi (RU) (az —U ) — (d,—v,) (d,— 
und daher nach 47) 
er“ er. 
= de = (Autr Ua Hr) —(% u.) (a3, —u,)— (Bd, 2,) (ds 21) 64) 
- Entnimmt man nun den Identitäten 56), 57) die Werthe von «,, d,, Gy, Ö,, So ergibt sich 
(73 ur 17, —(M = En —? +7,)—? ‚A (u,—u)—D, (d%,—2, ) 
(str) (a ® )= [r, Matt) —rz h,| &-%)+D, Wu) 
(m,-73)* (az) = [7 (har Hr) 73 h;| (, —u,)—D, (9, —%,) 
(r,—+7,)?(d,—%,) — [7, (A —+r7,—+7,) vr, ha] (8, —eı) + D5 (u —%) 
und dureh Einsetzung dieser Ausdrücke in 64) mit Hilfe von 19) 
1 
, ar r,) (a SF) N (aan) Kan +73) (+7) (ri —h,) 
— [m (er) 73 aller (Atrstr Ve] In (at +) —reh;] 
+ D,Alr, (Fig Zt a) 7, h,] t D,Alr, (h; lie Sulzlı N Sl 65) 


+D,D, br (mr) rar3]- 


% 
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Es sei nun, was den Gleichungen 15), 58), 59) zufolge gestattet ist 


{ rer AN 
ar) 792 ER Met 

KT NAT mim) eis) 

) 
7 (h a 2 D, fer : ey 
Se a! — dl _ — sind 
= —IEUS WW 

(,—+h,)(0 ee) 7, —+h,) 2, „, 
7, (h; Zune, 3 — siny. 

(, —+Ah,)(r, +73) (FM ft) ”, 75) 


Alsdann ist 


en = 7 SR, A=eos (o 34% 


u! 
di —4(r, —h,) (",—+7,) sin®— (ob y 


. 
und unter gehöriger Zeichenbestimmung der Quadratwurzeln, wobei | h; Y hy, A, mit denselben Zeichen wie 
in 60) genommen werden, 

1l Die rar 1 2 Zn 
VAR Pe BL ee) aın 2 3 
cos Sn —= 11 Je 
= T, ToyTtı Ta — Ta miellan 74 5005 
1 er I, year x ] - Vin \ h, 
cos— b — - = sin —V — - 2 
2 j; 2 RE: 
a ar er 
ll | 7, ! as el, ] No vi . 
COST — < —— Sun) 57 — —_ 2 
z „N, TE — th; ee 
a EM h, | tr, To V Ts Rn ln hr, Sen 
S u o—ı - Be < 5) > z O3 £< 
mo (Pr V%) — — 
Ko) Wartet) lo Yin 
Kl TB Zen : — _ — — 
re El Hrn, 
1 | 1 9 U B) ee 
——j' ln LE » J; 
(74 sr, DB), 
Rh, \h. 
RN 3 
. Vn+h,\r th, 
id | h; L A ’2 Ir Y 0) / h,1 u) (1 Ah, | 7417579 —U mr 7, ht 
4 2 07 ) 2 
1 — Z— — I 
R (Mr, )\(n, —9 3) : 2 
AT) Vin, HR, 
| 7 rn, +%, sin _ (04-1) = — / h, /A, u u S 2) A| IR, E A,HA | h,) 
2 | il | nr, 


Hienach wird, wovon man sich auch ohne Hilfe der trigonometrischen Formeln 66) 


durch eine unmitte]- 
Jerzeugen kann, 


bare Umgestaltung der Gleichung 65) ül 


NN ) (zen /A,\ 


PAR: Sal: 


| all 


Setzt man also zur Abkürzung 
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so erhält man die Formeln 


29. | (3d%,+A | 1% ‚A,HA| N, 
1 Oz ) er: . 
=i,T. N, n, ug, 


Bee Rz; (7, Aı AV, 63) 
ee ee 
ul 2 2 3 
ae 1 (AH A/%) (a HAV%,) 
1a, Zr r,\ air \ Tatr, | 


6. 
Schafft man aus den Gleichungen 61), 62), 63), 68) die Ausdrücke 


7 Ä —+A| h, 20) A, FA ! hy N k; 


ale 2b 
Mr, eu "mn 
fort, so wird 
> u REN 7 
lese Zr (Ah, Le) 
R,(0,, b, ) —= h,+ 2r,(h,+m) 69) 
IR (aka b,) == h2 —- Ir, I) er 
> 61 > 5} > o 
wo zur Abkürzung 
Do2n 
21 2 — 2, —/ 
Pı 
WB) au 
Ist 9, —m (VO) 


Pa 


HL 


URS 
= reg 
12 


gesetzt worden ist, und es können die Gleichungen 69) statt der Gleichungen 48) in Verbindung mit den 


Gleichungen 47) zur Bestimmung von (2; %,7,) (&, 9%, 75) (%,, d,, r,) dienen. Man hat dann den Vortheil, 


dass die Bestimmungsstücke der drei gesuchten Kreise von einander getrennt sind, und erhält die auf den 


Kreis 8, sich beziehenden aus den Gleichungen 


al l 
le b,) == Re 2r, h, 71) 
8, &,) = H2n, h, 
Um diese Gleichungen aufzulösen, sei 
K= («—f) + (y-9?—h—0 72) 


die Gleichung des Kreises, welcher die drei gegebenen Kreise A,, X,, KR, senkrecht schneidet. so dass also 


K, (08 9) — Kol I) == K, (F; g) — h? 73) 
ist, und man setze 
KR RS): 
In Folge der Gleichungen 71), 73) genügen dann die Coöfficienten A, 8,, €, den Gleichungen 

aa, + db I) —+ 6 = --/ 
1 ı 1 N 
- x N 1 min 
3A +5,B +5 —=h, (4) 


RE ER 
aA, +58 +8 =4,, 
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durch welche sie vollkommen bestimmt sind, und es ist identisch 
ei 2r, A, 2+B,y94+6,)) 75) 
also namentlich 
tr, 0, = 9— Br, (b) 
Zur Bestimmung des Halbmessers r, dient die Formel 
— IH (%, R d, IH — () > 
aus welcher durch Einsetzung der Werthe 76) in die Identität 75) die quadratische Gleichung 
P,r—2Q,n,+W—=0 7 
entspringt; hierin ist zur Abkürzung 
Se a ED 
or , I 
en. , u, 
ABI = 
gesetzt worden. 
Auf dieselbe Weise findet man 
= K+2r, U,2+B, y—+6,) 
6) 
u, —f— rl, = M— 7,2% 2) 
dla (9) 
8, = K-+ 27, U,2+ B;y+6;,) 
50) 
u —f—rz N; ,—=g—t,d, 
em? ) 5 A ee 9 
a A al ol) 
Wwö6 
b) fa} \ ll | 
„5; 5 = n 
Q, , +6, 8 +, = Mm, m 89) 
a4, 0,3%, —=h, 
3) erg ee Be > 
+ 1=P, 
A, T —+B,9 +6, >> Q, 
al, +5, B,+6,=h, 
4, +6,B8+&,—=h, 85) 


4 


Es bleibt noch zu untersuchen, welche Wurzeln der quadratischen Gleichungen 77), 79), 81) einander 
zuzuordnen sind, damit den Gleichungen 45) genügt werde. Um jede Unklarheit zu vermeiden, a ich an- 
nehmen, dass keiner der Ausdrücke 7, 7, P, verschwindet, dass also die genannten quadratischen Glei- 
chungen je zwei endliche Wurzeln haben und keiner der gefundenen Kreise in eine Gerade ausartet: ein 
solcher Fall kann als Grenzfall betrachtet werden und bedarf keiner besonderen Behandlung. | | 

Zur Auflösung der Gleichung 77) ist vor allem die Kenntniss des Ausdruckes ; 


2 27 ) N: 
( r en N f == @} In — DR) 
nothwendig, welcher in folgender Weise gefunden werden kann. 


Den Gleichungen 74), 76) zufolge ist 


Wa) Ur b)B rn ht Pr -Q =0 


1 1 z | 

NL N ge = 
(Ü, a,) A, -— (27 —b,) DB, ee) hy — Jr = Q, —( 

[ =E S Te 475 } 7) 7 
(wa), + -6)8, + a h, HP, HM =W07 
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woraus durch Beseitigung von A, ®, 
), — ”, —- Ze D) un —— 
u 4,0% ODE, - h, + I+-Pır Q, 
en \ BO —h), 
u — %, d (Dil +P,n 4 
, je Je > —— 
u Ay, 9 —bz, 71 h; “Pr, 2 
oder 
u — 4, eh, Zell 


entspringt. Durch zeilenweise Multiplieation ist nun 


u 1,940; „hl % by, nn tur 
IDAUz „—QA,)= uU) by tt || ,— uU, —d, nt 
u — ag, 9 by rt | | au, by, HR 
2 VaRR| 
=| v’ u IN ü 
a | 


wo auf Grund der Gleichungen 71), 70) 


ID. Da 
\— Ber er = Kat 


Pı 
= =; 3 [2,d,+2Yr (+, VRs— dd, VA)| 
N 
nela- h,)” (2, 1,)”— (v, —5,)* —( 


U (,+h3)’ => (u, — a, — (Pı — on), —0 


= (r+%,) (rn, -+h,) — (9 — u) (a, —%,) — (d,—%,) (b5—%,) 


ee al hr) — (4%) (a; u) (du) 5) 


en 1 
— (tat) tr) + 5 de+ 5 (A, — Rz 


1 
9 


Zu 


[(, er) + (dv, b,)* 07 a,” —+ (& — b,)”] 
I =, 
= hr ih, 


/ 1 en ee B 5 
es Pr E d, d,—+ \ Rz (d, \%, +d, VA, —d, / h, | 
Pıl 
v—(r hr, rt )— (u —a,) (u, —a,)— (%, —b,)(® eh) 
Sr N N DA 2 (%, —0,)\2, A 
1 
=; ds Ih, 


[3 
[4 


- n | du d+ VA, (dd VR,—d) h)| 
), | 


ist. Hiernach wird also durch Entwicklung der Determinante 


DL) —= x (Qu) 


n/0) ) pP NGryes / Tor 2. 
— aD 2P d(—-d YA Ya, + d,V\h;) 
p2 3 

N 


Er F Mertens. 


und durch Buchstabenvertauschung 


N) d, (—d, | h, va d, 28 — ol, hı.) Papa 


7 > I —— 


Va 2 2 3 Aal 
De + 7) fi YEoaE 
2 I, /D) / 2 -Py 
I? 2) d, (d, ! h, 49) | li, mn In h,) EI 
= IL “) 

2) = D yo 
Y% dla VYh, td nn) Pıla 

ltr = > = 3 
> m DP =pz 
02 — .f) d, di; I +dhV/, d, \ h,) El 
_—Rß, D >p, 


worin die Quadratwurzelzeichen doppeldeutig zu denken sind. 


Setzt man nun zur Abkürzung, unter Z en Up, on Mg d, die \Werthe 6  (8)- 580) verstanden. 


: )° 2. 
MM U 7 /E (2 } Je“ / _—ı 
(3%, (?, (75 } l 
( 2 2 2 Aw; 
2 u, )“ (? 2 —(W 1 —oc 
en il > 1 3 1 £ 
2 2 3 2 —_ 7 
KT N ea — ei) _ 3 


D: ( (), N," ( I, DB, IT )) — » 
D2(0,9, UA +B,8 41) =D, 
DU, PU WB B+H1)) =D 


so ergibt sich 


ANV/ ı > 5 7, SF BE 7, — A I, AU, DB, Bl )ToT3; 


37 


und mit Hilfe der quadratischen Gleichungen 79), 81) so wie durch Buchstabenverwandlung 


Ve 00 3 AM AUHB,B, +1 \7,7,.— AR 
— ers Top U [s re I (ot Be rn 2 
Yo, lo Dur (UX, T BD, 1)» un h 
V=d4n + tr, — (U VB B,—+ 7 2 — hr 
D?h? h* h? 
i — gm en 
n vi 4 c | u5 
7 7, \ 20) 7 3 
D*h? ORE hi? 
—yY— D, — D: —), — —() 
2 1 ir 
D?h? [ h? | I? > 
v2 - Me nen 
PT, $ x ”; DER Z 


Damit also die Gleichungen 45) bestehen oder d 


Voraussetzung, dass A? nicht gleich Null ist, nothwendig und hinreichend, dass 


216] 


u) 
16) 


ou 


88) 


ie. Ausdrücke V,, V, VW, verschwinden, ist unter der 
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[217] 9 
} VE 
a a 
M a 
a m, & 4, | = 0 
3 z 1 
7 716) f 74) 
3 a (2 —9,\—0 
7 ; 2) J, 


sei, welche Bedingungen durch Einsetzung der Ausdrücke 37) die Gestalt 


ul 2 
fm ug) EP 9, pP 
4, d, (2, a4, a) eg, 
: zPpg zpz 
a en 
dd, (GR, — (dz Vz VA) 2 N oe —®d, 89) 
-P3 Zt 
— an: ae 
dd, (dar, — (d, Va h2)*) % — = Zi — D; 
Er ER 
annehmen. 
Zur Bestimmung von D, hat man die Identität 
29, = DE(Q}—RP,)+-D?(G—R*P,)—D*(9,- 9) 
A nt: 90) 
+ DER? (U,—A,)?+ DIR(B,—B,)’— 4D*M 
und erhält die Bestandtheile der rechten Seite der Reihe nach in folgender Weise. 
Nach 85), 86) ist zunächst 
2/12 I) 9 DIN P [ TAN GT TE. a7 [yon VOTE Fam) 
D:(92 RP.) + D2(0: RP) — 2: z IP3 d, (YA, —- Va + d, YA) pad Ya kV —Jd, | A) 
IT 
pn, dd, (der, — (Am a2) 
x 91) 


—p, d,d,(d? Rh, -- (d, /h,—d, //R,)*) 
DM, 2/5 — 9 7; — = Er? 
ER: 2% I eh WE Che == |, ==, WM, A): 
Ferner ist 
| ul) = h, | 
D Q, — u—f, 4,9, h,tm 


ea. Web, Io: 
3 TE T LE | 


| UI; 4,—9; hi 
DO=| ı-f, 59, fr | 
| a. 7,629, lin 
und daher 


| en IL; 6,—9; 0) 


D(,— Q;) ——— | li 0,—9, ML 


| 
God 059g, a 
HI 6,9 ul) b,—9 


= —m 


| N 


al; 6,—9 | El 5 ,—9 
sowie durch zeilenweise Multiplieation auf Grund der Gleichungen 75) 


(Mertens.) 4 


26 F. Mertens. [218 
zz h* m ie—0) 
ne 5 2 — > (v2 3 ) 
D*!(Q —_ (DE in | 
; + —(kö+-h2—D, h’+h; 
2 
Ar hi h? > n; h; ( 
+. n® ’ 4 
2 Tea SET? 
h al ne v0 ME les 
Le Sr F 
h* — h! A ra h+-h,—b* 
+ 2mn | = 
I vn ’ 
"+ (hi+h; Ei ee 9 h,+h3—a 
Da aber 
1 2 6) 2.2 979 1 , 5) x 
a Mr 0 ) —hihz — 4 Pa d;(d,— zZ \ h, | h,) 
ee uk “1 1 5 — 
7 Mirhze )"— hih, —- 4 Pa dz(d,—2 h, | h,) 
RE ee 2, mens 1 Br 
7 (R+2—b are) — hr (iz Hr2— a) — 4 dd: — 9 h,(— dh, + dh, + dh, 
ist, so ergibt sich durch Entwicklung der Deteiminanten 
D* (Q,— Q,)—= |m?b? + n? ce? + mn (b’—+c*—.a?)]| h? 
N 917 92 
EA, mp ld—2Yh,| ln N N et 32) 
a ei 72 1? 72 7 2 | 
— mn | 5 %5 sh ( dh, ! duh, d; h,)\ 
Aus den Gleichungen 82), 83) folgt durch Subtraction 
u KU) +5, B-8,)+&,—6,— 0 
Q, (U,—U;,) —- b, ME —E) Sr 6, — = m 
Qz ( U,—X,) nl b, | B,-%3,) tr 6, ze 6, — —nN, 
und, indem man diese Gleichungen auflöst, 
D(U,—N,) = (d,—b,) m-+ (b,—b,) n 
— D(B,—B,)= (a, —a,)m-+ (a,—a,)n 93) 


DU, U, + DB, —B,)— mb? n?c?+ (b?+-c?— a?)mn. 


Der Ausdruck für das Halbmesserquadrat A? wird einfach durch zeilenweise Multiplication der beiden 


Determinanten 
(iR 0), (Ü ] 
ID) == uf, 49, AN, in | 
n—f, 59; — hf, — A, | 
af, 63-9, —h, —h, 
(0) (), ) ji 
ee uf, b,—9;, 1; h, 


| n—f, nl; 1, | 
| Onmlı 7, 0205 Ti, 


5) 


[0 9) 


FE. Mertens. 


gesetzt wird. Derselbe muss also identisch verschwinden und man hat 


ll D) 7 2 
DD, = 5m hab rd, \Rz)); 


sowie durch Buchstabenvertauschung 


1 r 92 
D, = 9 Pr d, d, (d? h,—(d, \ h,—d, | h, )-) 


1 SF Ar 2 
Oz — > P3 d, d, (d: h.—(d, | h, —d, ! Ra)e) 


I) 


[220) 


Durch Einsetzung dieser Werthe in 89) findet man als nothwendige und hinreichende Bedingungen des 


Bestehens der Gleichungen 48) 


— z P 

> 2m 02 

/ PıPa / PoPs __ l 

2D. ' 2P, 2 Er 

PrP3 |/ PaPı _ p 

Y < RG 3 

! 2p, ZP5 2 
welche erfüllt werden, wenn man 

2p, mM 2 a 


/PsPı 1 Me; 
Y 2p, >= P, 9 EZ 


2 
2p, zn SPıPaP;z 


setzt und unter en 
*) 


eine der folgenden Formelgruppen gilt: 


PD SER 7 u, Narr ı/ 7% VEN Ei 
Den =MO=- = (dA +d\R,+d,\h,) 3 PıPaP; 


Wi 3aEn} 


ER ee — r 
DP,r,— D Q, 2 (d,\V A 2) / h, — d, \ h,) /} > PıPa P3 


1y 
Pa 


Dice Bi d, (AT VErTE \/ a 
D Jen, a — D Q; D 7. (d, V h, 1 d, \ h, — d, \ h,) j= PıPr Pa 


KPaPs überall denselben Werth versteht, so dass für die Halbmesser der gesuchten Kreise 


Wenn A?=0 ist oder die 
quadratischen Gleichungen 77) 


DPRr,=DQ — (d, Vly+d 


Pı 
D Jen ,=D0Q,— 4, 
Pa 
I) 1%, 0, — DW; — 4 
P3 


(dVh, dr, + d, A.) 


Vf, +d, \h,) 


(4%, +4, \r, —d, /%,) 


gegebenen Kreise K,, K,, K, sich in einem Punkte sc} 


ae ER , ! 
‚ (9), 81) je eine verschwindende Wurzel, we] 


TR 95) 
5 PıPa P3 
Fu = “ = 
7 PıP> Ps 


—— 


] 
>) PıPa P3 


ıneiden, so haben die 
che drei Wurzeln auf Grund der 
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Gleichungen 88) einander zuzuordnen sind, und es ist leicht aus dem allgemeinen Fall zu schliessen, dass 


die andern drei Wurzeln 


>), Il >72) 

ze, 20, 2 IE 
) I )) ’ ) 

P, P, P, 


den Gleichungen 48) Genüge leisten. 
Aus den Formeln 95) folgt leicht, dass die Anzahl sämmtlicher Auflösungen der Gleichungen 47), 43), 
wenn auch negative Werthe der Halbmesser %,, 7,, A, zugelassen werden, im Allgemeinen 64 beträgt. 


m 


i. 


Plücker! geht behufs Auflösung der in den Abschnitten 5 und 6 behandelten Aufgabe von drei sich 
von aussen berührenden Kreisen 8, 8,, 8, aus, construirt drei Kreise X, K,, K, von gleichen Halbmessern, 
von denen K, die Kreise (8,, &,), K, die Kreise (&,, &,) und K, die Kreise (£,, 8,) von aussen berührt, zieht 
die drei gemeinschaftliehen inneren Tangenten der Kreispaare (8,,,), (R,8,), (Kı, 8), beschreibt drei Hilfs- 
kreise $,, 95, 9, von denen der erste den Kreis X, von aussen und die gemeinschaftlichen inneren Tangen- 
ten der Kreispaare (8,85), (8,,8,) auf der entgegengesetzten Seite wie &, berührt und die beiden anderen 
eine ähnliche Lage in Bezug auf K, und K, haben, und behauptet, dass die Potenzlinien (Chordalen nach 
seiner Benennung) je zweier der Kreise K,, K,, K, gemeinschaftliche innere Tangenten der Kreispaare ($,, 9,), 
(9;, 9); (9,9 sind. 


) 
Um diese Behauptung, welehe Plücker ohne Beweis aufstellt, zu prüfen, seien 


\2 2 Zelt 
KR, — NE v,) eV 
8, — (a Zn (Y or Bel 
RK. — (TU F== (y—? fr — 2 — 0 
er 3 3 Y 3 3 
Zen liop \2 \2 A un 
= (& a (Y b,) —"—0 
IC, ——Z 4, 2 (y—b,)”— = 0) 
7 ee DEN \2 DER 
K 3 (8 —a,) + (Y b,) hz 0) 
ir 2.2787 Rn .N2 EN 
9, = (ea + WB) —I 
NEN IE EN 2ER > EEE 
2 — (2%) + (Yy—P) = 0) 
- a \2 } ., n 2 2 En 
9 — (0-9) + WB) pP; 0 
die Gleichungen der Kreise &,, 8, 8, Kı, Ay & und der Hilfskreise 9,, $,, 9;. Es finden dann ausser den 
& Gleichungen 47), 48) och neun Gleichungen für die Hilfskreise $,, $,, 9, statt, von denen nur die auf den 


ersten derselben sich beziehenden hergesetzt werden sollen: 


Ra, BI RA Bi) = 20, Mt 3) 96) 
96 

SUCHE el CIE Bı) = 22, (+73) 
z 2 ze Om 42 ar 
KR, (a, B) = 22% one 3) 


Bezeichnen r, z, » den Halbmesser und die Mittelpunktseoordinanten des Kreises, welcher die Kreise 
RK, Ky, K, senkreckt schneidet, so dass also 


en Din 


R, (u, ©) = 8, (u, v) = Ku, 2) = rt — — 


re 


ı 72 73 


ist und werden. die Bezeichnungen der Abschnitte 5 und 6 beibehalten, so kann man in dem vorliegenden 


Falle immer A, /A,, VA, VA, positiv voraussetzen, und wenn man annimmt, dass die Kreise X,, X,, X, unter 


ı Analytisch-zeometrische Aphorismen, VI, 2, im L1. Bande des Crelle’schen Journals für Mathematik. 


nn 


30 F. Mertens. [222] 


. . . . .. . A . ö 2er! ER 4 \ STD ERIEENe Sr 1 EIN R 
den zwei möglichen Lagen eines jeden diejenige haben, in Bezug aul welche die Potenz des Punktes (x, ») 
(für diese Kreise) die grössere ist, so müssen auch A,, A,, 4; positiv sein. Man erhält nämlich die Potenz des 


Punktes (z, v) in Bezug auf den Kreis X,, wenn man in der Identität 55) 


nl — ? 
setzt. Hiedurch entspringt 
| ] U t! | 
“) | J > 
7 SB Er 2D | | Ah rg r3 
K, (u DS 7 | N Un Os =r 
Wrr3) | Are 
l u, ®, 
und da.nach 37) 
| a? 
a er: I)) 
la,® ein a taN\E 
Teen ! 
| l u; dv, 
ist, so wird 
K, (%, ©) — Delhi I He A,/r, 98) 


und man sieht, dass der grössere Werth der Potenz K (x, ») dem positiven Werthe von A, entspricht. Glei- 
cherweise muss man A,, A, positiv annehmen, damit, wie es die Plücker’sche Figur erheischt, K, (x, v), 
K,(w, v) grösser ausfallen, als für die zweiten möglichen Lagen der Kreise K,, KR. 

Überdies ist unmittelbar ersichtlich, dass », %, y in den Formeln 66) diejenigen Winkel sind, welche 
die von dem Mittelpunkte des Kreises &, nach den Mittelpunkten der Kreise 8, und &,, K, und &,, K, und 
8, gezogenen Halbmesser bezüglich mit einander bilden, und dass also für die Längen a, d, ce, der Seiten des 
von den Mittelpunkten der Kreise K,, K,, K, gebildeten Dreiecks nach 68) folgende Formeln gelten: 


.] . 
m r [d U) —— 
rn) Ya _ı Bar f <a Te Inzse %. 
a— 2\r,+h,\r, + h, sin = 


eg 2/7, 197 2 1 A| h, t 2) A | ia, 
Zar er, 3 ) T 
m’ lu: ie 
Kar ar l VW, , \/ : 
b BR 9) ha ] h, —- A ! nn) A, hh+r,A, 99), 
er, nn RER 


| 7 r | 1 (AYR tr, A, | A Vh,tr, A 
ıT2 NtTr3 naar 


Setzt nan daher 


und zur Abkürzung 


Vds+ \r, (d41,-+r,) 


7 zuteil är 


ds + Yn(dkr,tr,) 
7, u, 


/ds —+ iR: (d+- r,+r,) 


= Q, 
nr, 13) 


so hat man in Folge der aus 60), 54), 58), 59) entspringenden Gleichungen 
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ION ER 7 : 7” 
A, = 2\r,r,(d+r,7,) 


I 3 
A, — Zrzr, (d+r,+7,) 


FR), 


Nee: 
nach 98), 61), 99) die Formeln 


K,(w, vo) sr —An,ı g, V d 
(0 O) RE = MR Ne 100) 
K.(u ®) 7% — 437 ’ / d 
3\ FEN AI El] a 
K, (u, 2) —r? + 2dr, = Ar,r,q? 10n 
a——2d-+2r, 929; 
ee 102, 
e= —2d+2r,9,9%- 


Dies vorausgeschickt, genügt man den Gleichungen 96) durch die Werthe 
be) < Oo oO 


(v—2,), 103) 


durch deren Einsetzung in die Gleichung 97) für 5, die quadratische Gleichung 


N 2 Gen re x - N 

r?| 1 ne == (X, (u, 0») —r? —(K, (u, u) — ri 2dr, )) | 1 2 
7 Irae ZB 

+ K u, a) — ri +2dn =d, 
oder in einfacherer Gestalt nach 100), 101) 

on FR o iR 
Afı+) — 44 [a 2\|1+&)+ 40 104) 
SEN Zi s 24 


hervorgeht, welche wegen der Identität 


EN: ? nina 
(a) 2) men 


mmer reelle und überdies positive Wurzeln hat. 
Die Gleichungen der Potenzlinien der Kreispaare (A, Ay), (K,, K,) Sind 


N, — K, — (() RK, — IB 0: 


Um daher zu untersuchen, ob diese Geraden von dem Kreise 9, berührt werden, hat man die Ausdrücke 


B =, (&, Bi), K,(&, 9) K,(&, ß,) 


K,(&»Bı 


zu bestimmen. Da dieselben linear sind, so hat man nach 1035) 


R,(&, B) X, &, Bı) = | | E. | (UR@ (u, ©) — A, (w, v)) = (RK, (u, 2») —K,%, v,)) 
1 


1 


und nach 100), 47), 101) 


32 F. Mertens. 
2,)|/d 
— dr, pr) 14 ll 
+ Aryra n 4.do,- 


Zieht man 


ab, so entsteht 


_ ER =, n c Sr \ al) We, 1 
K,(a) B)—K, (a Bd 2en — Ars np) ||1 ; il s „la. 
1, S 


Mit Hilfe der quadratischen Gleichung 104) ergibt sich eine weitere Vereinfachung, so dass 


Wer Ha D \ 
= I: = 5 5 13772 S re 
. > — auf) — 7 ——? ( T 
K,(@; B)—K, (a, P)=zep, sg, 29 ı 92) r, | 
und nach 102) 
2 ER) 
7 0) 
— a) (ba) 
WED ”, 
wird. Ebenso würde man 
7% ( P, \* 
.(&, B)— K, (a, B)— 204 = — || ==: ca) 
K,(&, Pı) ı\& Pi) Ale EBD 7, 
finden. 
Aus den Gleichungen 
2 2 
£ > Pr ‚P | x 
Kl Be Den 1 H | b—a) 
2%, Pı) ‚(2 Pı) N Br 92d 7, \ / 
Eur? 
L 2 x £, 
RC (ei, BEN — IC (en, 20h e | (ce—a) 
N I Sr I (| BEE 7, 
72 [ 1) 
Role, en = Ole, Er) = Zar - 1 u (ce—b) 
3172 Pa) ONE Ya) 2 ZEREOTE| rn, , 
2 . 2 
If Ö< 5 x 
IK 8, So) (u Eh) eh I 4-2 er—(o)) 
1 2 2 NE 2 92 ar2d 7, / 
2 2 
ern ” IE: - a7 fr P3 
Re 5) Ele HE — |1-+- | (a— ec) 
o 3 3 3 {27 I) 1 -=d 6 7, \ 
2 2 
Yy Ün 
Ile, ea) Kelless Br), er, =- 1 (b—c 
2 3 73 3 3 73 23 Dee ».d Pe) ) 


folgt nun, dass die Behauptung 
punkten der Kreise K,, K,, K, gebildete Dreieck gleichseitig ist. Sind nämlich a, 5, 


gleich und etwa a>b, so wäre in Folge der vorstehenden Gleichungen 


K,(&, 8) - &&, B)> 2ep,, 


wogegen die Berührung des Kreises $, mit der Potenzlinie der Kreise K,, X, die Bedingung 


= f B @ nn 2 er 1 S ar 
Clean) ACH) Ei 
erheischt. 


[224] 


Plücker’s nur in dem sehr besonderen Falle zutrifft, wo das von den Mittel- 


ce nicht alle einander 


Die Construction, welche Plücker, auf die obige Behauptung gestützt, für das auf drei Kreise von 


gleichen Halbmessern bezügliche Problem entwickelt, sowie auch die aus derselben durch Umgestaltung 


mittelst verkehrter Leitstrahlen hergeleitete Lösung der allgemeinen Aufsabe sind daher im Allgemeinen un- 


richtig. 


=> 


> 
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8. 
Es seien 
R, — e—) a U rn) 
KR, — (A Ze (Y ©)" = Ö 
8, = au, + y—r,) rt 


die Gleichungen dreier Kreise, welche irgend einer der 64 Lösungen der Gleichungen 47) und 43) entspre- 


chen, und 


die Gleichung des Kreises, welcher jene senkrecht schneidet, so dass 


ro 


Ro) SR 2) 


>) 
wo 
Ss 
& 
S 


ist. Es soll unter Beibehaltung der Bezeichnungen der Abschnitte 5 und 6 und in der Voraussetzung, dass 


keiner der Halbmesser %,, A,, A, gleich Null ist, untersucht werden, ob es, wie die Steiner’sche Construc- 


tion ! verlangt, drei Kreise @,, @,, @, (welche auch zum Theil oder ganz in Gerade ausarten können), gibt, 
welche bezüglich die Kreise 8, und 8,, 8, und &,, 8, und 8, in deren Berührungspunkten berühren, durch 
dieselben zwei (reellen oder imaginären) Punkte gehen und überdies die Eigenschaft besitzen, dass drei 
Hilfskreise S,, $,, S.. welche bezüglich die in den Gruppen 


1) 2) 


enthaltenen Kreise berühren, auch je einen Potenzkreis der Kreispaare 
(I, AS) (08; K,) 
RT) EIS) 
a, 2) (1) 


beziehungsweise berühren. Dass solche drei Kreise in der That in dem Falle, wo die drei gegebenen Kreise 
K,, K, £, sich in einem Punkte schneiden, existiren, geht unmittelbar aus der Umgestaltung der Figur, 
welche durch die Auflösung der Malfatti’schen Aufgabe für das geradlinige Dreieck mit Hilfe der Steiner- 
schen Construction entsteht, mittelst verkehrter Leitstrahlen hervor. Unter den Potenzkreisen zweier Kreise 
sollen allgemein diejenigen zwei Kreise verstanden werden, welche durch die (reellen oder imaginären) 
Durchschnittspunkte jener gehen und die beiden Ähnlichkeitspunkte (den äusseren und inneren) zu Mittel- 
punkten haben. 


Bezeichnet 


die Gleichung der Geraden, in welcher die Mittelpunkte der Kreise Q,, © en sollen, so sind die 


» 
OD 
2 
E& 
(a) 
[0je) 
© 


Gleichungen der Kreise (eventuell Geraden) Q,, Qy Q3 


| 


URAER, 


0 
OR -VR=, 


i Einige geometrische Betrachtungen (15) im 1. Bande des Crelle’schen Journals. 


(Mertens, ) 


ou 


% 


34 F. Mertens. [226] 
wo zur Abkürzung 
REG (Ce 2) Eile, 2) 
gesetzt worden ist. Es seien ferner 
DEU, —A,)- (y—b, —h = 0 


die Gleichungen dreier Hilfskreise $,, $,, 9, von welchen der erste die Kreise K,, @,, 9 nach Massgabe 


der Gleichungen 


@' K, (Ad; = ERS (A, b,) == ( (Gr — (6; ‚bh; Zi 2 ( (F 7, =r Gr ) h, 106 
a) zY Y >) Yıyy Y ) 

GR a ER) KTZE)H + 2er 4 7,4 
18° (a, )=hb +2, 107) 


berührt, während für die übrigen ähnliche durch Buchstabenvertauschung herzuleitende Gleichungen gelten. 
Da sich die Gleichungen 106) auch in der Gestalt 


ES 4%) rt Znh)— a (5, “, y) rn —-2r) 
@ (5, (&, 2) 734 2735) = @" (9, 4) Ni Zr) 
schreiben lassen, so schliesst man aus denselben 
en) Sehe 
9 u) 2,4 re: 108) 
Wird nun 
9, (8, Y)—-L&la, y)—:&(l&, y) = Fe, y) 
gesetzt, wo F in Bezug auf x, y vom ersten Grade sein wird, so ist in Folge der Gleichungen 108) 
Fa,v,)=2nb, 
F(w, %,) = —2r,h, 
F(u,, v,) — — 2r,h, ; 
und daher identisch 
h 
1 
oe De 109 
9,2, y) = f -) K 2 8:0. 
\ 1 1 
Zur Bestimmung von e nehme man in dieser Identität 
eh y—b; 
es wird dann, da nach 107) 
9 (2, d5)=2hh + 
ist, 
2 dr De 
2, +R—= e Se = Kay d)— 18, (m, 4) +: G-(a,, d,) 
1 
h, 3 7 b) h 7 e E 
— e —+ | (K, (%, vo) —r? + 7?) — R (K, (w, u)—r+ 7?) +eG(a, b,) 110) 


® m [ 2 
— e@(a,,d,) = e (K,(w, v) —r?) ,! (K, (w,, v)—r?+2hr,) 
1 
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Nach der Bestimmung von & lässt sich der Halbmesser h, aus der Gleichung 109) herleiten. Man erhält 
für denselben eine quadratische Gleichung, so dass es also zwei Kreise 9,, 9, gibt, welche den Gleichungen 


106), 107) genügen. 
Es bleibt nun zu untersuchen, ob bei gehöriger Wahl der Geraden G einer der Hilfskreise $,, $, die 
Potenzkreise 


h, K,— h, IK, == () h, Be K, — (0) 11190); 


berührt. Es ist auf Grund der Identität 109) 


BR, D, ) = D, (@, b,)—+ h, — hz 
h, = b, N v ) > 
== | 1 aa (day, a) = La re, 5,)+h -% 
N 1 
’ D, | r \ “ y 
— 2 + |1+ (K, (u, v) — r?) +eG(a,, b, 
r, | ) / 2 I 
4 Setzt man daher zur Abkürzung 
K, (a, ? \— 7% — 2, 
1,0, DO) = ii, 
(259, )— ir Zr le 
Ss0 wird 
KEN b,) — 1), — 2 h, -- Mg B Ir 7 | meEeG(a, b,) 
1 
und mit Hilfe von 107) 
v 
PR E a : : h 2 
IRB SON: GE Yo a 2 OK: ea (,—A,)b— 44h, kb, + rn, | 1—+ — | —+h,.G (a,, b,) 
1 
Da aber nach 98), 61) 
0, = Ar,r,| h, 7; A, — A A) 
A ET "2 
N, — Ann V%, £ %, —A | 
A Van 
If /Z 1? 
Mn ra 
7 ae 
und demgemäss nach 68) 
- - h,m,n. 
2 V%, | R, d, = — 4h, + - = 2 
N 
ist, so ergibt sich 
ae > je 
i h, IRoar b,) — h, IK, (A,, d,)— (A, —h,) bi —2h, VA} V2, d, 
hin 1) 1) 
| — 2 2, |1+ Ulm, !l+Ah.:@ (a,, d,) 
| N n. n,. 1 2 2) 
| 1 l 1 
und nach 110) 
E, a 
| = (m ray, b,)—%, G(a,, d,)); 
| f 
ebenso 


IF 


- 2 Tin Are 
7, Na, bo), (a, &)— A) 25 VAR, VR; eh = — (2, G (a,, b,) — n,G (a, On): 
1 


DE: 


© 
(op) 


228] 
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Wählt man also die Gerade @ so, dass die Gleichungen 
G (Ü b,) nn 72, 
G (Ay, b,) TE 12) 
@ (Qa, b)=nN. 
stattfinden, so wird 
le En = We 
RB, b) = RK, del) r 2% A, Y% 
1 R 1 17 lass dı ara 6 =" Aia Pntenzkraeisa Jeriihren a stellt 
Diese Gleichungen drücken aber aus, dass die Kreise $,, ö, die Potenzkreise 111) berühren; denn stellt 
die Gleichung 
h, K,— h, Ist, — (0) 


einen Kreis dar, so ist dessen Halbmesser (vom Zeichen abgesehen) 


d.h, \ As. 
———[j 
h—h, 
in dem Falle hingege 


oO 


0, wo A, =, ist, oder diese Gleichung einer Geraden entspricht, ist die Summe der 
Quadrate der Coäfficienten von x, % 


—— Ah, ode. 
Die Gleichungen 112) drücken aber auch die hinreichenden Bedingungen dafür aus, dass die Hilfskreise 
Su 9 Ha, 9, bezüglich die Potenzkreise 
KK, — Rh, K, — 0 na»RKR AR, —0 


nr hR, 0 h,K,—h,R,—0 
berühren. 
Beachtet man, dass 
n, — &(a,, 6,)— hi u. Ss. w. 
ist, so lassen sich die Gleichungen 112) auf die Form 
8 (a, &)—G(a,, )=h 
8 (a, 6,)— G (az, b,) = h, 
8 (az, b,)— G (a,, b,) — hz 
bringen, aus welcher sofort 
K(2, J)—G(&, Yy) = K(«, y) 
G—R8—K 


folgt, wo K dieselbe Bedeutung, wie in 72) hat. Hienach ist G die Potenzlinie der 


beiden Lothkreise S, K. 
Die Coordinaten (&, r) des Berührungspunktes des Kreises 5, (oder 9) mit X 
J 1 1 


haben die Werthe 
Au +da ‚_ Ab +4 
7 Ab, 2 


und es ist identisch 


[229] 


Über die Malfattı” sche 


Aus dieser Identität folgt für 


und demgemäss aus 105) 


Aufgabe und deren Construction ete. 37 
El Y=V,, DI —U (ir) 
RN) =—r A 91 &r 9) HDi A, a, ©5) 
Ä >) KM) 5 
£ z h, = h, 
I 
= | (5 (2,0), nr 27) 
1 2 2/ m 
ab, 
Sach on, ln ) 
3\ 3 h, _ h, 
h A Zi 
E 1 (5, v,)— r3—+2r,b,) 
yrh 3 5 Bo 


GREEN 


Die zwei Berührungspunkte (£, ») sind also die Punkte, in denen der Kreis ©, den Kreis X, schneidet. 


Hiermit ist die Steiner’sche Construction vollständig bewiesen. 


Definirt man umgekehrt die Hilfskreise 105) (beziehungsweise $,, S,, 


hl 


BR, 6) %8R,( 5) Aa %)); 


RL, ((&y 


%,K, (a 6) —%ı Kz(ay 85) = (ia — A): 


h,K; AN b,) —h,K, (A, N) 


9,) durch die Gleichungen 


Kb) 24% 

GE 2 |W22; 

NE A CANENZ 
R,(a, 6) = b}+ 2b,%, 

+ 25,4, YR,V% > 


Eu 113) 
>) — Fe a d., VAR, \ h, 


or‘ [I 


b,)— A, K, (a, b 
lo I) = Ai0, 
+ 25,4, VAR, VRs 


n,.K, (ap 6), KR, (0, 6) = (ah) + 25, dh YA, VR5; 


so gelangt man leicht dazu, 


die Gleichungen der Kreise @,, 


Q,, Q, durch auf die Kreise K,, K,, X, unmittel- 


bar Bezug habende Grössen auszudrücken. Da nämlich, unter &, n die Coordinaten des Berührungspunktes 


7q 1 7a en . l r 'ıQ =‘ 1 Ye . e\ 1 ä 
der Kreise X, und $, (oder $,) V erstanden, in Folge den Identität 


und der Gleichungen 115) 


ist, so stellt die Gleichung 


hS,+hK, 
END, EN 
& €) \Y = h; —- = 


A, 94 (ao 85) + dr Ku, 5) 
ne 


>), 


_ Ddaps 


130% —+h, 


1 


h, 9 (@y ® Ö. )—+bi Keas; d,) 
FD ==} 


1 


K,&m)=—R+ 


-. en 
eh 


dep Ja — dzP3 IR —() 1 14) 


N 


Q 
{0) 


FE. Mertens. [230) 
einen durch die Berührungspunkte (&, ») gehenden Kreis dar, und es wird die Gleichung jedes diese zwei 
Berührungspunkte enthaltenden Kreises 


Y(®, Yy) —() 
der Identität 
Ü, (®, Y) gg IR — d,P; 18 — d, Ps K.,) 


genügen müssen. Man bestimme nun die Constanten %, u derart, dass 
[9 (9 8) O—- ud u dz,p3)]ds 
+ [9 (as, b,)— ,A—udp,+ u d,P3)|d, — 0 


wird. Mit Hilfe der Gleichungen 113) verwandelt sich diese Bedingung in 


9) d. VA = gl, VR.—2| h, \ h ! h.) S — _ 
Nee u —— l 2 = | (Al h — WW (AN Eo sr I), == (Ü) 
j} y; r l \ l 2) 2 of A, 2 fe} 
A EEE 
und wird erfüllt, wenn man 
j\ —=P, (d, ! h; rg d, V As) PD ni /}, b 


also 


er (7, y) = Du (d, hy—d, h ) K, = /r, \ dy Ps A da P3 K,) 


nimmt. Überdies wird 


/ 


2,0, b,)—b; Ip, (da Vh,— d, Rh) — VA (dp d,p3)\ 
+ 2b, fr, (d, dd, +d, | Zn (4, /%, + d,\ R,) — (d, h, dd, %,) ] 
U lag, b,)—h; [p, (d, h,—d, Vi) —V (d,p»--d,P,)] 
— 2b; |, %d, +4, \R, (4, +, YR,)— (d,) el, 7.) ]k 
Diese Gleichungen drücken aus, dass der Kreis (oder die Gerade) 


Ü, (a2) Y) —= 0) 


die Kreise $,, 9), $,, 9, berührt. Es ist nämlich, wenn der Ausdruck 


2,(d, (R,—d, YA.) — (d,p» - d,Ps) | Ah 
nicht verschwindet, 


(hd VA (WVR,+d,\%,) — (d, Vr,—d, VA.) 


el 


P; (d, Rd, /R,) — (% P2—d,P;) V h, 
der Halbmesser des Kreises 
Va) 


. 


wenn dagegen jener Ausdruck verschwindet, so ist die Summe der Quad 


rate der Coefficienten von x, yin 
7 (x, Yy) 


—4h, dd, +d, YA, (d, Yr,+d,\h,) — ( d, YA, —d,\/ h,) )”- 


Gleicherweise stellen die Gleichungen 


Oz, Y) = p2 (d, VR,—d, WB) K, — V%, (d,p, K,— dp, K,) —( 


eo y)=p,(dYh—d,YR)K,— \n,(d, p, K,-d,p,K,) — 0 
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zwei Kreise (Gerade) dar, welche bezüglich durch die Berührungspunkte des Kreises K, mit $,, $, und des 


Kreises X, mit 9,, 9, laufen und die in den Gruppen 


3 =) Tel 
Di 6 A 
1 c1 N Nr 
enthaltenen Kreise berühren. 
Da identisch 
( > @) )o - Io - 
2 ale A 
/7 /} i V7 / 
y dr VEiLz V’La Y tz 
Q; Ü) Er fr Io r ) = 
ii een 
/ [77 « 14 « n 
V ha ! h, h; | h, z 
Q dh FEN / I er or 
— + —_—(dYutrAVy  %\h,) — RK —-—R, 
Fi / /e \ 
Yr, 2 Y?% VfR 


ist, so gehören die Kreise Q,, @,, Q, zu derselben Kreisschaar, wie die Kreise 


Day aa) 


r 2 3 
V h; Y 3 
) E ) 2 
A 
/ h; % h, 
) " ) " 
A am —Ü 
/7 1 | h 2 
Vacı y.'og 
Ein Kreis 
8, = (eu + ya’), 


welcher die Kreise K,, K,, @, nach Massgabe der Gleichungen 
3 NV „2 
I 9) Ar ln-=E 
7 , = 2) . .2 
Kol, on) Zn ten 
27 BEN F - MR (/EZE er Ma 7 ER 
RK, (4, u) = rn} (Pe (ld; VRR; —d, VAR) — Ve (dyp; 0) 


+ 2r, (d, dd, + dh, (A, VhRz+ cd Yr,) — (dl, —aVhr)) VR, 


1 


berührt, unterscheidet sich nicht von dem durch die Gleichungen 71) definirten, weil sich 


Ka Rasen) 2 2 


PP, 
ya, > 


ergibt, und berührt auch den Kreis Q, auf Grund der Gleichung 


9; v1) — „ (Ps (d, VA, —dy V%,) — (d, Pı—%, Ps) V%s) 
— 27, (ud, +, Rz (dh, +, YR)— (A, Rd, V%,)%) VRs- 


u 


9. 


Man kann ähnlich, wie bei der einfachen Malfatti’schen Aufgabe, die Construction der Kreise $,, $,, 
9 0 9 9, umgehen. 


Es seien M,, M,, M, die Mittelpunkte der drei gegebenen Kreise X, XK,, K,, M der Punkt gleicher 


Potenzen derselben oder der Mittelpunkt des Lotlikreises A, P,, P,, P, die drei Potenzkreise 


40 


F Mertens. 


N; R,—h, I 0 
h, IS —hz IN“, —( 
fo K, — h, IQ, — () 


IND 
(8%) 
ID 


und 4,, 4,, 4, deren Mittelpunkte, welche je nach den Zeichen der Halbmesser A,, A,, 7%, entweder drei 


äussere oder einen äusseren und zwei innere Ähnlichkeitspunkte der Kreispaare (K,, K,), (K, K,), (X, &) 


bilden. 


Die Kenntniss der Geraden 


oder (75) 


EN, 


AU, + By, —09 


189) 


führt die Construction des Kreises &, auf die elementare Aufgabe zurück, einen Kreis zu beschreiben, wel- 


cher den 


oO 


gegebenen Kreis X, (oder X,) berührt und zu der durch den Lothkreis K und die Gerade (115) 


bestimmten Kreisschaar gehört. Zur Auflösung dieser Aufgabe genügt es, die Verbindungslinie des Potenz- 


punktes M mit dem in Bezug auf den Kreis X, genommenen Pol der Geraden 115) zu ziehen, welche Ver- 


bindungslinie den Kreis X, in den Berührungspunkten der zwei möglichen Kreise & 


trifft: 


die Verbindungs- 


linien dieser Punkte mit MW, schneiden das von M auf die Gerade 115) gefällte Loth in den Mittelpunkten 


der gesuchten zwei Kreise. 


Behufs Construction der Geraden 115) gehe ich von folgenden Gleichungen 


T= 


1 


— —_ 9,4) hy 


33 —hz(h, K,—h, K,)— d, Vh, | 


h,K, —+\ h,\ h, (d, d, + Vh, (d, /h, 4, Vh, —— d, /h,)) K 


—h,(h, K,—h,K,)—d,\h 
=h(h, K,—h,K,)—d,\h 
— (U 1 U RO eh 


>! mr 


1 NIE ——A) 


lo, — Ü 


w 


h, [RT =) 


= 


‚hy K,—h,K,)—d yh,) 16, — 


—h;(h, K,— h; K,) — d, | h, | h, = U) 


„—h,(h,K,—h, K,)—d,\h,/h, K, = 0 
‚—_h(k,K,—h,K)—d\h,\n, I, — 
—h(h,K,—h,K,)—+d \h,\h,K, = 0 
„»— h,(h, K,—h,K,)—d,\/h,\/h,K, = 0 


,= h,(h, K,— h,K, ) —- d, V E 


33 h,(h, BR, h, K,)+ d, YA, | h, RK, = 


2 


+yh, /h, (d, dz,+ Vh, (d, Yh, —d, Vh, +4; /A,)) KR, —0 


—BhYh,yYh, R,-Yh,Yh (dd, m, (d,Yn,+ q,\ h,—d, /h,)) K; 


Bet h, ih; (d, di, + (h, (d,Yh,— d, /h, Sig 
== d, VA, / 


3 1 V 


h, K,+\h,) h,\d,d,+\h, (d,/ h,+ d, Vn } — dd. \iR,)) X 


+ Yh,\h, (d, d,—+\h,(d, Vh, —d, /h, + d, /h,)) I = 


[q, d, d,—+ d,yYh, (d, VnR, +.d, /h,) — (d, Vh, —d, Vh,)° —+ (d, Vn, —_d, VR,)P, / h,| K 


—h, (d,P, K,— d,Pz K,) = 0 


N = [q, d,d3+d,\h,(d, ) , +4, \h,)— (d,Vh,— d, R; ”— (d, Vh,— d, \ h,)p, VA,] K, 


—- h, (c aP IR, — d,P; K,) — (0) 


— 
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1, — (hehe = |, 


Dar 


Pe | h,) — (d, Win d, 


— [2 ( d,Pp; K, — d, p, 18) —( 


= [d, d,d,—+d, | h, (d, /h, +d,Yh,)— (d, Vh, —d 


= h, ( d,Pp3 IR, — d, Pı K, = 


h ug) 


Vu =) 


JRR = [d, d, d, — d, h; ( d, 
— (dp K,—- 49 K,) = 0 


N [el eh == a Ne, ee Yh)— (4 Yy—& Yh,?—(d,Yh,—d,Yh,)pzVh,] K, 


ER) 


Zn h,(d, d, 1, — d, Pa 1) —— () 


aus, deren geometrische Bedeutung leicht anzugeben ist. 
L) Die ersten sechs Gleichungen stellen beztiglich Potenzkreise der Kreispaare 


(RE JE) OR, PR.) U 74) URS Je.) (RE, Je) (5 2,) 


1 2 \ 3 
dar; die Mittelpunkte derselben, welche entsprechend mit 


BI 


13) 


4, 1? 4, 2° 


272 3 

bezeichnet werden sollen, sind als Ahnlichkeitspunkte leicht zu construiren. Man ziehe überdies die Verbin- 
dungslinien G,, G,, G, der Punkte und nd 4,,, 4,,; und A.,. Nach der bekannten Construction 
der Apollonius’schen Aufgabe (Gergonne) erhält man die Verbindungslinie der Berührungspunkte der 
Kreise $,, $, mit dem Kreise K,, wenn man den in Bezug auf den Kreis K, genommenen Pol der Geraden G, 


er 4 


mit dem Potenzpunkte M verbindet; diese Gerade ist 114) die Potenzlinie der Kreise 


K=0 daB, RK, — dp; R,—0; 


eine durch M, senkrecht zu derselben gezogene Gerade werde mit Z, bezeichnet. Z, kann auch unmittelbar 
eonstruirt werden, wenn der Lothkreis X bekannt ist, weil der Durehsehnittspunkt der Geraden G, mit der 
Potenzlinie der Kreise K,, K auf Z, liegen muss. Es seien noch L,, L, zwei Gerade, welche eine entspre- 
chende Bedeutung für die Kreise K,, K, haben. 


2) Die Gleichungen 


stellen die Potenzkreise des Kreispaares (4, 77) dam, Den Mittelpunkt A,, des ersteren ist der Durchschnitts- 
punkt der Geraden, welche M, mit A,, 4,, mit A, verbinden, der Mittelpunkt A,, des zweiten ist der Durch- 
schnittspunkt der Verbindungslinien der Punkte MW, und 4, 4,, und 4,. Ähnlich werden die Mittelpunkte 4,,, 
4 £ ND Ina ) Du D DU ren 
An An, der Kreise I Ps: Pan us eonstruirt. 
3) Die Gleichung 
O4 — (0 
drückt einen Kreis aus, welcher den Kreisschaaren (P,,, Pu) (Pu, P,) gemeinsam ist, d. h. durch die (reel- 
len oder imaginären) Durchschnittspunkte sowohl der Kreise P3;, P,, als auch der Kreise echter 


Mittelpunkt desselben ist daher der Durchschnittspunkt der Geraden Cay Cigo 


4) Der Kreis 


geht durch die Durchschnittspunkte sowohl der Kreise 


K.—=0 d,Pg IS, —4,D, RK, —( 


[ 
als auch der Kreise 
Je a) or — Ö, 


(Mortens,) 


.. Ä 4 r a ernt) tr I2A 1 
) F Mertens. Über die Malfatti’sche Aufgabe und deren Lonstruchon ete. [234] 
der Kreis 

Mi =W 


durch die Durehsehnittspunkte sowohl der Kreise 


K=\, d, Ps N, 7 di, P3 K, —Vy 


1 


als auch der Kreise 


die Mittelpunkte dieser Kreise sind daher die Punkte, in welchen die Verbiudungslinien des Durehschnitts- 
punktes der Geraden G,, G@, mit A,,, 4,, von der Geraden Z, geschnitten werden. Beiläufig sei noch bemerkt, 
dass diese Kreise zugleich die Potenzkreise des Kreispaares A,, @, sind. Die Mittelpunkte der Kreise 7), 7, 


7 


„ 7, sind in entsprechender Weise zu construiren. 
Dies vorausgeschickt, ist die Gerade 115) diejenige, auf welcher die Mittelpunkte der Kreise IT 
liegen. Denn diese Kreise werden sowohl von dem Lothkreise X als auch von dem Kreise &, auf Grund der 


Gleichungen 

T, a, 2) rt | &d,+a, hy (ds YRz+d, Yh,)— (d,Y%,—d, YR,y—(d,\h,— a, YA) Vr+h, (d,p,—d, P,)) 
on: [d, d,d,;+d,\ h,(d, Yh+-d, \ h,)— (d, | h, —d,/ h,)—+-(d, | — d, | h,)Ps Vh—h, (d, p—%P,)] 
h,K,(u, y)—R,K,(u, v,) = (R,—h,)r? 

senkrecht geschnitten. 


Für drei Kreise von gleichen Halbmessern gestaltet sich diese Construction besonders einfach. 


———— Hs — 
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